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摘　要：利用时间重新参数化方法，研究分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性与守恒量。首先，导出Ｃａｐｕ
ｔｏ导数下的分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ方程。其次，给出分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的分数阶守恒量的定义，在时间不变的特殊
无限小变换群下给出分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性的定义和判据，并建立 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性定理。然
后，利用时间重新参数化方法，给出在时间变化的一般无限小变换群下分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性
的定义和判据，建立Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性定理。最后，举例说明结果的应用。
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　　经典力学中许多经典的方法只适用于保守系
统，对于非保守系统却不适用。为了解决这一问

题，１９９６年Ｒｉｅｗｅ［１－２］将分数阶微积分引入到非保
守系统动力学，开启了非保守系统的分数阶建模及

其研究。Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和 Ｔｏｒｒｅｓ［３－６］首先开展分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理的研究，利用时间重新参数化方法证
明了分数阶力学和控制系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。张毅
等［７－１３］研究了分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称
性与守恒量。近年来，关于对称性与守恒量的研究

取得了许多成果［１４－１９］。但迄今为止，基于Ｆｒｅｄｅｒｉ
ｃｏ和 Ｔｏｒｒｅｓ定义的分数阶守恒量概念建立的
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理仅研究了Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量之间
的联系，尚未考虑其准对称性。本文将基于Ｃａｐｕｔｏ
导数用时间重新参数化方法研究分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系
统的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性，建立该系统准对称性的定
义和判据，给出ＦｒｅｄｅｒｉｃｏＴｏｒｒｅｓ守恒量定义下的分
数阶守恒量，并证明该系统的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对
称性定理。

１　分数阶导数及其性质
以下简单介绍文中将用到的分数阶导数的定义

及相关性质，具体参见 ［２０－２１］。
设函数ｆ（ｔ）在区间［ａ，ｂ］上连续可积，则Ｒｉ

ｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶左导数和右导数分别定义
为：

ａＤαｔｆ（ｔ）＝
１

Γ（１－α）
ｄ
ｄｔ∫

ｔ

ａ
（ｔ－τ）－αｆ（τ）ｄτ（１）

ｔＤαｂｆ（ｔ）＝
１

Γ（１－α） －
ｄ
ｄ( )ｔ∫

ｂ

ｔ
（τ－ｔ）－αｆ（τ）ｄτ

（２）
　　Ｃａｐｕｔｏ分数阶左导数和右导数分别定义为：

Ｃ
ａＤαｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（１－α）∫

ｔ

ａ
（ｔ－τ）－α ｄｄτ

　ｆ（τ）ｄτ

（３）
Ｃ
ｔＤαｂｆ（ｔ）＝

１
Γ（１－α）∫

ｂ

ｔ
（τ－ｔ）－α －ｄｄ( )τ　ｆ（τ）ｄτ

（４）
其中，Γ（）是 ＥｕｌｅｒＧａｍｍａ函数，α是阶数，且
０≤α＜１。

设函数ｆ（ｔ）和ｇ（ｔ）是在区间［ａ，ｂ］上的光滑
函数，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，则Ｃａｐｕｔｏ导数下的分
数阶分部积分公式为：

∫
ｂ

ａ
ｇ（ｔ）ＣａＤαｔｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ｔＤαｂｇ（ｔ）ｄｔ （５）

和

∫
ｂ

ａ
ｇ（ｔ）ＣｔＤαｂｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ａＤαｔｇ（ｔ）ｄｔ （６）

　　设０＜α＜１和０＜β＜１，且ｆ′（ａ）＝０，则
有：

Ｃ
ａＤαｔ

Ｃ
ａＤβｔｆ（ｔ）＝

Ｃ
ａＤβｔ

Ｃ
ａＤαｔｆ（ｔ）＝

Ｃ
ａＤα

＋β
ｔ ｆ（ｔ） （７）

　　定义算子：
Ｃ γ

ｔ（ｆ，ｇ）＝－ｇｔＤγｂｆ＋ｆ
Ｃ
ａＤγｔｇ （８）

或
Ｃ γ

ｔ（ｆ，ｇ）＝ｇａＤγｔｆ－ｆ
Ｃ
ｔＤγｂｇ （９）

　　当γ＝１时，公式 （８）和 （９）成为：
Ｃ １

ｔ（ｆ，ｇ）＝－ｇｔＤ
１
ｂｆ＋ｆ

Ｃ
ａＤ
１
ｔｇ＝

ｇｆ
　·
＋ｆｇ＝ｄｄｔ（ｆｇ） （１０）

Ｃ １
ｔ（ｆ，ｇ）＝ｇａＤ

１
ｔｆ－ｆ

Ｃ
ｔＤ
１
ｂｇ＝

ｇｆ
　·
＋ｆｇ＝ｄｄｔ（ｆｇ） （１１）

这里 Ｃ １
ｔ（ｆ，ｇ）＝

Ｃ １
ｔ（ｇ，ｆ），但一般地有

Ｃ γ
ｔ（ｆ，ｇ）

≠Ｃ γ
ｔ（ｇ，ｆ）。

２　Ｃａｕｐｔｏ导数下分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
设Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量为：

Ｓ［ｑｓ（·）］＝∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ｄｔ（１２）

其中 ｑｓ（ｓ ＝ １，２，…，ｎ） 为 广 义 坐 标，Ｌ（ｔ，
ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））为系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数。

分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可表示为：
δＳ＝０ （１３）

带有交换关系：
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔδｑｓ（ｔ）＝δ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔＤαｔ２δｑｓ（ｔ）＝δ

Ｃ
ｔＤαｔ２ｑｓ（ｔ） （１４）

和端点条件：

δｑｓ（ｔ）｜ｔ＝ｔ１ ＝δｑｓ（ｔ）｜ｔ＝ｔ２ ＝０ （１５）
　　由分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可直接导出：
２Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））＋ｔＤαｔ２３Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））＝０ （１６）

　　方程 （１６）就是 Ｃａｐｕｔｏ导数下的分数阶 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程。由分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ方程描述的动力学
系统可称为分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统。

３　特殊无限小变换下系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ
准对称性与守恒量

　　下面研究在时间不变的特殊无限小变换下分数
阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性与守恒
量问题。首先由分数阶守恒量的ＦｒｅｄｅｒｉｃｏＴｏｒｒｅｓ定
义［３］，我们有：

定义１　对于分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统，当且仅当
沿着方程 （１６）的所有解曲线，有：

０５１
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Ｉ（ｔ，ｑｓ（ｔ），
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））＝

∑
ｍ

ｉ＝１
Ｉ１ｉ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））·

Ｉ２ｉ（ｔ，ｑｓ（ｔ），
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）） （１７）

其中，ｍ是任意整数，对于每一组函数Ｉ１ｉ和Ｉ
２
ｉ（ｉ＝

１，２，…，ｍ），满足
ＣＤαｔ（Ｉｉ

ｊ１ｉ（ｔ，ｑｓ（ｔ），
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）），

Ｉｉ
ｊ２ｉ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）））＝０ （１８）

这里ｊ１ｉ ＝１且 ｊ
２
ｉ ＝２，或 ｊ

１
ｉ ＝２且 ｊ

２
ｉ ＝１，则 Ｉ（ｔ，

ｑｓ（ｔ），
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））是该系统的分数阶守恒量。

定义２　设Ｌ１是另外的一个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，则
时间不变的特殊无限小变换

珋ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑｓ（ｔ））＋ο（ε） （１９）
　　是分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对
称变换，当且仅当对任意［Ｔ１，Ｔ２］［ｔ１，ｔ２］，有

∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ｄｔ＝

∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ１（ｔ，珋ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ珋ｑｓ（ｔ））ｄｔ （２０）

成立。

由式 （２０），容易得到：

∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ｄｔ＝

∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ（ｔ，珋ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ珋ｑｓ（ｔ））＋

ｄ
ｄｔΔＧ（ｔ，珋ｑｓ（ｔ））ｄｔ

（２１）
这里ΔＧ＝εＧ（ｔ，ｑｓ（ｔ））。

判据１　如果规范函数Ｇ（ｔ，ｑｓ（ｔ））和无限小生
成元ξｓ满足条件：

２Ｌ·ξｓ＋３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔξｓ＋

ｄ
ｄｔＧ＝０ （２２）

则变换 （１９）是分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的
Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。

证明　考虑到式 （２１）对任意的积分区间
［Ｔ１，Ｔ２］都成立，因此有：

Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））＝

Ｌ（ｔ，珋ｑｓ（ｔ），
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ珋ｑｓ（ｔ））＋

ｄ
ｄｔΔＧ（ｔ，珋ｑｓ（ｔ））　

（２３）
将式 （２３）对ε求导，并令ε＝０，可得：

０＝２Ｌ·ξｓ＋３Ｌ·
ｄ
ｄε

１
Γ（１－α）{ ·

∫
ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）－α ｄｄτ

［ｑｓ（τ）＋

εξｓ（τ，ｑｓ（τ））］ｄτ}　　ε＝０＋
ｄ
ｄｔＧ＝

２Ｌ·ξｓ＋３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔξｓ＋

ｄ
ｄｔＧ （２４）

　　定理１　对于分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６），如
果无限小变换 （１９）是其 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，则
系统存在定义１意义下的分数阶守恒量，形如：

Ｉ＝３Ｌ·ξｓ＋ｔ１Ｄ
１－α
ｔ Ｇ （２５）

　　证明　由方程 （１６）可得：
２Ｌ＝－ｔＤαｔ２３Ｌ （２６）

将方程 （２６）代入式 （２２），注意到式 （８）和
（９），我们有：

０＝－ｔＤαｔ２３Ｌ·ξｓ＋３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔξｓ＋

ｄ
ｄｔＧ＝

Ｃ α
ｔ（３Ｌ，ξｓ）＋

Ｃ α
ｔ（ｔ１Ｄ

１－α
ｔ Ｇ，１）

由定义１，即得结果。证毕。
定理１称为在时间不变的特殊无限小变换下分

数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性定
理。

４　一般无限小变换下系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ
准对称性与守恒量

　　下面研究在时间变化的一般无限小变换下分数
阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性与守恒
量问题。

定义３　设Ｌ１是另外一个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，则时
间变化的一般无限小变换

珋ｔ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑｓ（ｔ））＋ο（ε）
珋ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑｓ（ｔ））＋ο（ε） （２７）

是分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变
换，当且仅当对任意［Ｔ１，Ｔ２］［ｔ１，ｔ２］，有

∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ｄｔ＝

∫
Ｔ２

Ｔ１
Ｌ１（珋ｔ，珋ｑｓ（珋ｔ），

Ｃ
珋ｔ１Ｄ

α
珋ｔ珋ｑｓ（珋ｔ））ｄ珋ｔ （２８）

成立。

由式 （２８），我们有：

∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ｄｔ＝

∫
珔Ｔ２

珔Ｔ１
Ｌ（珋ｔ，珋ｑｓ（珋ｔ），

Ｃ
珋ｔ１Ｄ

α
珋ｔ珋ｑｓ（珋ｔ））＋

ｄ
ｄ珋ｔΔ
Ｇ（珋ｔ，珋ｑｓ（珋ｔ[ ]））ｄ珋ｔ

（２９）
　　判据２　如果规范函数Ｇ（ｔ，ｑｓ（ｔ））和无限小生
成元ξ０和ξｓ满足条件：

（１Ｌ＋３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ
ｑｓ（ｔ））ξ０＋２Ｌ·ξｓ＋

３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ（ξｓ－ｑｓξ０）＋Ｌξ０＋

ｄ
ｄｔＧ＝０（３０）

则变换 （２７）是分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的

１５１
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Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。
证明　由式 （２９），可得：

∫
Ｔ２

Ｔ１
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ｄｔ＝

∫
Ｔ２

Ｔ１
Ｌ（珋ｔ，珋ｑｓ（珋ｔ），

Ｃ
珋ｔ１Ｄ

α
珋ｔ珋ｑｓ（珋ｔ））

ｄ珋ｔ
ｄｔ＋

ｄ
ｄｔΔＧ（珋ｔ，珋ｑｓ（珋ｔ[ ]））ｄｔ

（３１）
　　考虑到式 （３１）对任意的积分区间 ［Ｔ１，Ｔ２］
都成立，因此有：

Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））＝

Ｌ（珋ｔ，珋ｑｓ（珋ｔ），
Ｃ
珋ｔ１Ｄ

α
珋ｔ珋ｑｓ（珋ｔ））

ｄ珋ｔ
ｄｔ＋

ｄ
ｄｔΔＧ（珋ｔ，珋ｑｓ（珋ｔ））

（３２）
并注意到：

Ｃ
珋ｔ１Ｄ

α
珋ｔ珋ｑｓ（珋ｔ）＝

１
Γ（１－α）∫

珋ｔ

珋ｔ１
（珋ｔ－珔τ）－α ｄｄ珔τ珋

ｑｓ（珔τ）ｄ珔τ＝

１
Γ（１－α）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ＋Δｔ－τ－Δτ）－α ｄ

ｄτ＋ｄΔτ
·

（ｑｓ（τ）＋Δｑｓ（τ））（１＋
ｄ
ｄτΔτ

）ｄτ＝

１
Γ（１－α）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）－α·

ｄ
ｄτ
ｑｓ（τ）＋

ｄ
ｄτΔ
ｑｓ（τ）－α

Δｔ－Δτ
ｔ－τ

ｄ
ｄτ
ｑｓ（τ( )）ｄτ＝

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔΔｑｓ（ｔ）－

α
Γ（１－α）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）－αΔｔ－Δτｔ－τ

ｄ
ｄτ
ｑｓ（τ）ｄτ

其中，Δｔ＝εξ０，Δｑｓ（ｔ）＝εξｓ。由于：
α

Γ（１－α）∫
ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）－αΔｔ－Δτｔ－τ

ｄ
ｄτ
ｑｓ（τ）ｄτ＝

１
Γ（１－α）∫

ｔ

ｔ１
（Δｔ－Δτ）ｄｄτ

ｑｓ（τ）ｄ（ｔ－τ）
－α ＝

ｑｓ（τ）
Γ（１－α）

（ｔ－τ）－α（Δｔ－Δτ[ ]）
ｔ

ｔ
１

－

Δｔ
Γ（１－α）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）－α ｄｄτ

ｑｓ（τ）ｄτ＋

１
Γ（１－α）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）－α ｄｄτ

（ｑｓ（τ）Δτ）ｄτ＝

－ΔｔＣｔ１Ｄ
α
ｔ
ｑｓ（ｔ）＋

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ（ｑｓ（ｔ）Δｔ）

所以
Ｃ
珋ｔ１Ｄ

α
珋ｔ珋ｑｓ（珋ｔ）＝

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔΔｑｓ（ｔ）＋

ΔｔＣｔ１Ｄ
α
ｔ
ｑｓ（ｔ）－

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ（ｑｓ（ｔ）Δｔ）＝

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋ε［

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔξｓ＋ξ０

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ
ｑｓ（ｔ）－

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ（ｑｓ（ｔ）ξ０）］

（３３）
　　将式 （３３）代入方程 （３２），同时等号两边对
ε求导，并令ε＝０，可得：

０＝（１Ｌ＋３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ
ｑｓ（ｔ））ξ０＋

２Ｌ·ξｓ＋３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ（ξｓ－ｑｓξ０）＋Ｌξ０＋

ｄ
ｄｔＧ

　　定理２　对于分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６），如
果无限小变换 （２７）是其 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，则
系统存在定义１意义下的分数阶守恒量，形如：

Ｉ＝３Ｌ·ξｓ＋
（Ｌ－α·３Ｌ·

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ξ０＋ｔ１Ｄ

１－α
ｔ Ｇ （３４）

　　证明　引进李普希茨变换
［ｔ１，ｔ２］瓡ｔ σｆ（λ）∈［σ１，σ２］ （３５）

　　当λ＝０时，满足ｔ′σ ＝
ｄｔ（σ）
ｄσ

＝ｆ（λ）＝１。

则Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量 （１２）可表示为：

Ｓ［ｑｓ（·）］＝∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ｄｔ＝

∫
σ２

σ１
Ｌ（ｔ（σ），ｑｓ（ｔ（σ）），

Ｃ
σ１Ｄ

α
ｔ（σ）ｑｓ（ｔ（σ）））ｔ′σｄσ

（３６）
其中，ｔ（σ１）＝ｔ１，ｔ（σ２）＝ｔ２，以及

Ｃ
σ１Ｄ

α
ｔ（σ）ｑｓ（ｔ（σ））＝

１
Γ（１－α）∫

σｆ（λ）

ｔ１
ｆ（λ）
（σｆ（λ）－τ）－α ｄｄτ

ｑｓ（τｆ
－１（λ））ｄτ＝

（ｔ′σ）
－α

Γ（１－α）∫
σ

ｔ１
（ｔσ）２
（σ－ｓ）－α ｄｄｓｑｓ（ｓ）ｄｓ＝

（ｔ′σ）
－α
ｔ１

（ｔ′σ）２

ＣＤασｑｓ（σ） （３７）

　　将式 （３７）代入式 （３６）得：
Ｓ［ｑｓ（·）］＝

∫
σ２

σ１
Ｌ（ｔ（σ），ｑｓ（ｔ（σ）），（ｔ′σ）

－α
ｔ１

（ｔ′σ）２

ＣＤασｑｓ（σ））ｔ′σｄσ

∫
σ２

σ１
Ｌ（ｔ（σ），ｑｓ（ｔ（σ）），ｔ′σ，ｔ１

（ｔ′σ）２

ＣＤασｑｓ（σ））ｄσ＝

Ｓ［ｔ（·），ｑｓ（ｔ（·））］ （３８）
　　因此，如果作用量 Ｓ［ｑｓ（·）］在定义３意义下
准不变，则作用量 Ｓ［ｔ（·），ｑ（ｔ（·））］在定义２意
义下准不变。由定理１，表达式

Ｉ＝３Ｌξ０＋４Ｌξｓ＋ｔ１Ｄ
１－α
ｔ Ｇ （３９）

　　是系统的一个分数阶守恒量。当λ＝０时，我
们得到：

ｔ１／（ｔ′σ）２
ＣＤασｑｓ（σ）＝

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ） （４０）

于是有

４Ｌ＝３Ｌ （４１）
而

３Ｌ＝４Ｌ·

ｔ′σ

（ｔ′σ）
－α

Γ（１－α）∫
σ

Ｔ１
（ｔ′σ）２
（σ－ｓ）－α ｄｄｓｑｓ（ｓ）ｄ[ ]ｓｔ′σ＋Ｌ＝

２５１
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４Ｌ·
－α（ｔ′σ）

－α

Γ（１－α）∫
σ

Ｔ１
（ｔ′σ）２
（σ－ｓ）－α ｄｄｓｑｓ（ｓ）ｄｓ＋Ｌ＝

－α３Ｌ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋Ｌ （４２）

　　将式 （４１）和 （４２）代入式 （３９），得到：
Ｉ＝（－α３Ｌ·

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋Ｌ）ξ０＋３Ｌξｓ＋ｔ１Ｄ

１－α
ｔ Ｇ＝

３Ｌ·ξｓ＋
（Ｌ－α·３Ｌ·

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ））ξ０＋ｔ１Ｄ

１－α
ｔ Ｇ

　　定理２称为在时间变化的一般无限小变换下分
数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （１６）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性定
理。

５　算　例
设力学系统的分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

Ｌ＝１２（
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ））

２－ω
２

２ｑ
２（ｔ） （４３）

其中，ω为常数。
方程 （１６）给出：

－ｔＤ
α
ｔ２
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ）＋ω

２ｑ（ｔ）＝０ （４４）

由条件 （３０），我们得到：
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ）·

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ
ｑ（ｔ）·ξ０－ω

２ｑ（ｔ）·ξ１＋
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ）·

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔξ１－

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ）·

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ（ｑ（ｔ）ξ０）＋Ｌξ０＋

ｄ
ｄｔＧ＝０ （４５）

方程 （４５）有解：
ξ１０ ＝１，ξ

１
１ ＝０，Ｇ

１ ＝０ （４６）
ξ２０ ＝０，ξ

２
１ ＝ｑ（ｔ），

Ｇ２ ＝１２（ω
２ｑ２（ｔ）－（Ｃｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ））

２） （４７）

　　生成元 （４６）相应于系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变
换，生成元 （４７）相应于系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变
换。根据定理２，系统存在如下分数阶守恒量：

Ｉ１ ＝ １
２－( )α（Ｃｔ１Ｄαｔｑ（ｔ））２－ω

２

２ｑ
２（ｔ） （４８）

Ｉ２ ＝Ｃｔ１Ｄ
α
ｔｑ（ｔ）·ｑ（ｔ）＋

１
２ｔ１Ｄ

１－α
ｔ ［ω

２ｑ２（ｔ）－（Ｃｔ１Ｄ
α
ｔｑ（ｔ））

２］ （４９）

　　如取α＝１，则式 （４８）和 （４９）成为：

Ｉ１Ｎ ＝－
１
２
ｑ２（ｔ）－ω

２

２ｑ
２（ｔ） （５０）

Ｉ２Ｎ ＝
１
２
ｑ２（ｔ）＋ω

２

２ｑ
２（ｔ） （５１）

　　式 （５０）和 （５１）是经典 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的能
量积分。

６　结　论
基于分数阶微积分建立起来的非保守系统动力

学模型可以更准确地刻划复杂系统的动力学行为。

因此，近２０年来分数阶约束力学系统动力学的研
究引起了人们的广泛关注并取得了重要进展。本文

主要工作如下：１）建立了 Ｃａｐｕｔｏ导数下分数阶
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程。２）应用时间重参数方法研究了分
数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性，得到了
Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ－Ｔｏｒｒｅｓ形式的分数阶守恒量，建立了分
数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性定理。文中
给出的方法和结果可望进一步推广应用于分数阶非

完整力学系统等。
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